



Sazˇetak. Mnoge nejednakosti koje se pojavljuju na natjecan-
jima iz matematike mogu se lako dobiti primjenom Cauchy-Schwarz-
Buniakowskyjeve nejednakost. Dokaz ove nejednakosti mozˇe se izvesti
analizom odgovarajuc´e kvadratne funkcije, sˇto je razumljivo vec´ ucˇenicima
drugog razreda srednje sˇkole.
Abstract. The Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequal-
ity. Many inequalities which appear on competitions of young math-
ematicians could be easily obtained by applying the Cauchy-Schwarz-
Buniakowsky inequality. The proof of this inequality could be done
by analysing a corresponding quadratic function, which is understood
even by students in the second grade of a secondary school.
Teorem 1. [Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva (CBS) nejednakost].

















Pri tome jednakost u (??) vrijedi onda i samo onda ako su nizovi a i b propor-
cionalni.




















Buduc´i da je f nenegativna funkcija ( f(x) ≥ 0 za svaki x ∈ R), njena diskrim-
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Iz (??) vidi se da jednakost u (??) vrijedi onda i samo onda ako postoji
realan broj x0 takav da je bk = x0 ak, k = 1, . . . , n, tj. ako su nizovi a i b
proporcionalni. 2
Primjer 1.. Neka su x i y realni brojevi, takvi da je 4x+5y = 1. Pokazˇimo
da je tada x2 + y2 ≥ 141 .
Pomoc´u CSB nejednakosti dobivamo
1 = (4x+ 5y)2 ≤ (42 + 52)(x2 + y2) = 41(x2 + y2),
odakle slijedi trazˇena nejednakost.
Primjer 2.. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da je x+ y+ y = 1, pokazˇimo
da je x2 + y2 + z2 ≥ 12.
Koristec´i CSB nejednakost dobivamo
62 = (x+ y + z)2 ≤ (12 + 12 + 12)(x2 + y2 + z2),
odakle slijedi trazˇena nejednakost.
Primjer 3.. Neka su x1, x2, . . . , xn nenegativni realni brojevi takvi da je














x2 + . . .+
√
xn)
2 = (1 · √x1 + 1 · √x2 + . . .+ 1 · √xn)2
≤ (12 + 12 + . . .+ 12)(x1 + x2 + . . .+ xn) = n · 1,
odakle korjenovanjem slijedi trazˇena nejednakost.
Primjer 4.. Pokazˇimo da za svaki a ∈ R\{1} vrijedi nejednakost
3(1 + a2 + a4) > (1 + a+ a2)2.
Prema CSB nejednakosti imamo
(1 + a+ a2)2 ≤ (1 + 1 + 1)(1 + a2 + a4) = 3(1 + a2 + a4).
Kako je a 6= 1, nizovi (1, 1, 1) i (1, a, a2) nisu proporcionalni. Zbog toga vrijedi stroga
nejednakost.






4c+ 1 ≤ 5.
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4a+ 1)2 + (
√














Primjer 6.. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazˇimo nejednakost
abc(a+ b+ c) ≤ a3b+ b3c+ c3a.
Primjenimo CSB nejednakost:
































. Mnozˇenjem ove nejed-
nakosti s abc dobivamo trazˇenu nejednakost.
Primjer 7.. Ako su a, b duljine kateta, a c duljina hipotenuze pravokutnog
trokuta, dokazati da vrijedi nejednakost
ab+ bc+ ca < 2c2.
Pomoc´u CSB nejednakosti dobivamo
ab+ bc+ ca ≤
√
a2 + b2 + c2
√
b2 + c2 + a2 = a2 + b2 + c2 = 2c2 ⇒
ab+ bc+ ca ≤ 2c2
Primjetimo da u prethodnoj nejednakosti ne mozˇe stajati znak jednakosti, jer nizovi
(a, b, c) i (b, c, a) nisu proporcionalni. Naime,kada bi nizovi (a, b, c) i (b, c, a) bili pro-
porcionalni, postojao bi realan broj k takav da je
a = kb, b = kc, c = ka.
Tada bi imali c2 = (ka)2 = k2(kb)2 = k4(kc)2 = k6c2, odakle bi sljedilo da je k = 1, a
c = ka = 1 · a, sˇto bi bilo u suprotnosti s Pitagorinim teoremom. Dakle, vrijedi stroga
nejednakost.
Primjer 8.. Ako su x, y, z realn brojevi takvi da je
x+ y + z = 4 i x2 + y2 + z2 = 6,
pokazati da oni pripadaju segmentu [ 23 , 2].
Prvo zapiˇsimo zadane jednakosti u obliku
y + z = 4− x i y2 + z2 = 6− x2,
a zatim primjenimo CSB nejednakost:
(4− x)2 = (y + z)2 ≤ (12 + 12)(y2 + z2) = 2(6− x2).
Dakle, 3x2 − 8x + 4 ≤ 0, odakle je x ∈ [ 2
3
, 2]. Buduc´i da se x, y, z javljaju simetricˇno
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